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Examen Algébre ,(SM4) (session normale) (")

N.B: les parties 4, B et C sont indépendentes Il est obligatoir de les rédiger
sur trois coptes séparées

parie A (12 pts )

A-1)

Monter que si H est un hyperpaln d’un espace vectoriel E , alors il existe une droite D
telle que E=H&D

A-2)

Prouver que Hy = {QX,Q € R[X]} est un hyperplan de R[X] , et trouver la droite D
verifiant R[X| = Hy @ D ( indécation : effectuer une division euclidienne par X)

A-3)

On munit espace R[X] du produit scalaire (P, Q) fo

i) On considére la forme linéaire ¢ définie parP — o(P ) = P(O) Monrer qu’il n’existe
aucun polynéome @ € R[X] tel que ¢(P) = (P, Q),pour tout polynome P. Quel résultat
dans le cas euclidienne est mise en défaut par cet exemple ?

ii) Soit n > 1, Montrer qu’il existe un unique @ de degré n tel que ¢(P) = (P, Q) pour
tout P € R, [X] .

iii) Monter que P+ p(P) = > /2 = 2 % défini bien une forme linéaire sur R[X]

parie B (16 pts )

Soit £ un R-espace vectoriel , On appelle matrice de Gram d’une famille (z;),_,_, de

vecteurs de £, la matrice carrée d’ordre n , G = ((z;, ;) )i<i j<n. Notons par g(x1,...,x,)
le déterminant de G on suppose dans toute la suite que la famille {zo, ..., z,} est libre .
1. ) Monter qu’il existe une matrice inversible P d’ordre n telle que G =' PP.
2. ) En déduire que g(zq,...,z,) > 0.
3. ) Montrer que pour n = 2, g(xy,22) < ||z1]|?||z2||*>. On suppose que n > 2 et

soit(e;)1<i<n la base orthonormée de F' = vect{xy,...,x,} déduite par le procédé
de Gram-Schmidt avec la condition (xy,ex) > 0, 1 < k < n on rappelle que

ek = MYl Sk <oty =21, yp = 2 — Zfl<wk7€g>6j72<k<n

4. ) Montrer que la matrice de passageA, de (€;)1<i<n & (2;)1<i<n est triangulaire en
précisant sa diagonale .

5. ) Montrer que g(1,...,x,) =det(A%) = [Tr_; |yl ?

6. ) Si x et y sont deux vecteurs nuls deF on note par(z,y) la mesure dans [0, 7] de
I'angle que font ces deux vecteurs , on rappelle que cos(T,y)= % Montrer que
9(@1,. - xn) = [Ty cos® (@, ) [Tizy lzal -

7. ) Monter que pour tout z € E d(z, F) = gg(f;—:m
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n gj,:t(mlr"?mn) .
=1 g(z1,..xn) 77

ol gjz(x1,...,2,) est le déterminant de la matrice déduite de G , en remplaAgant
sa colone j par :

8. ) Monter que la projection dex sur F' est donée par le vecteur xp = >

<ZL‘1,ZL'>

(Tn, T)

partie C (12 pts)

C1) soit A € M,(R) . Montrer que A € S;'*(R) <= 3P € GL,(R) tel que A =" PP
C2) Soit E un espace euclidien de dimention n > 1 . soit u € S(R) etA; sa plus grande
valeur propre

i) montrer que pour tout x € E (u(z),z) < \||z]|*

soit = {ej,...,e,} une base orthonormée de £ . A = (a;,) la matrice de v dans  on
supose que pour tout ¢ # j , a;; > 0 . soit

T =)o Tkek et |z = Y00 [wxler -

ii) Montrer que pour tout z € E (u(x),z) < (u(|z|), |z])).

iii) Montrer que si = est vecteur propre associé & A alors |x| 'est aussi .

Correction d’examen d’algébre ,(SM4) (session normale)

Parite A )

Al ) : Montrons que si H est un hyperplan d’un espace vectoriel E alors il existe
une droite vectoriel D telle que E = H® D , on a H =ker(p) ou ¢ est une forme linéaire
non nulle sur £ il existe donc un vecteur a dans £ non null] tel que ¢(a) # 0 on notons
D = Ka la droite dérigé par a on a alors : E = H & D en effet , si x € HN D il éxiste un
scalaire) tel que z = Aa et p(z) = A\p(a) nous donne A = 0 on a donc F = H & D={0}

. De plus pour tout vecteur x € F le vecteur y = x — %a est dans H =ker(p) et avec
z=y+ 2% en on déduit que r e H+ Donadonc E=H+Eet E=H®D |

¢(a)
Réciproquement un sous-espace vectoriel H de E supplémentaire d’'une droite D est le

noyau de la forme linéaire ¢ qui associe a tout vecteur x de E sa projection sur D paral-
lelement & H , ¢’est donc un hyperplan.

A2 ) : Montrons que Hy est un hyperplan : il suffit de montrer que Hy est le noyau
d’une forme linéaire ; considérons ’application suivante :

¢:RX] =R
P = p(P) = P(0)

onaVP e Hy ,p(P)=0doncH, C ker(p) et si P € ker(p) donc ¢(P) = 0 et donc 0 est
racine de P donc (X — 0) = X divise P donc 3Q € R[X] tel que P(X) = XQ(X) se qui
résulte que P € Hy , d’ou ker(p) C Hy
: Hy =ker(y) mais ¢ c’est une forme linéaire alors Hy est un hyperplan
A3
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i ) supposons I'existance d’un tel polynéme @ et considérons P(X) = XQ(X)
ona0= P0)=(PQ) = fol tQ(t)%dt et puisque l'intégral d’une fonction positive est
nulle ssi cette fonction est nulle on a alors tQ(t) =0 ,V t € [0,1] en particulier pout
tout ¢ €]0, 1] donc Q(t) admet une infinité de racines donc c¢’est le plynoéme nul , absurde
, donc le résultat .
ii ) ¢ étant une forme linéaire donc il existe un unique polynéme @ € R, [X] tel que cette
forme linéaire corresponde au produit scalaire avec () , supposons que deg(Q) < n alors
deg(P(X) = XQ(X)) < n donc P € R,[X] donc 0 = P(0) = (P,Q) = [, tQ(t)%dt ,et
puisque l'intégral d’une fonction positive est nulle ssi cette fonction est nulle on a alors
tQ(t) =0 ,Vt € [0,1] en particulier pout tout ¢ €]0, 1] donc Q(¢) admet une infinité de
racines donc c’est le plynome nul , absurde

- il existe un unique polynome @ de degré n tel que ¢(P) = (P, Q)
iii) il est claire que si P,Q € F = R[X] et A € R alors p(P + AQ) = ¢(P) + A\p(Q) et par
la canvergence de la serie p(P), ¢ est bien linéaire de E a valeurs réelles donc c¢’est une
forme linéaire sur £ = R[X].

Parite B ) !!!

1. ) on a G est de la forme :

(x1,21) ... (x1,2)
G = : . :

(Tn, 1) oo (T, Tp)
soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille {z;...x,} le procédé

de Gram-Schidt nous permet de constuire une base orthonormée (e;);<;<, avec 1 <
p < n et dans cette base on peut écrire x; = 22:1 ar;er pour i,j compris etre 1 et

pon a alors (x;,x;) — > 0_y QgiGr; = (@i, -+, Qpi)' (a1, .. ., ap;) soit
a1 a2 ... Qi
P a'21 a?Q B a?n € M, .(R)
Gip g2 e G

et donc on a G ="' PP et comme la famille {x;...x,} est libre alors n = p donc
P e GI,(R)

2. ) puisque {z;...x,} est libre , il claire donc que la matrice G est symétrique réelle
définie positive , en effet : soit X € M, ;(R) on a 'XGX = ||PX|]? donc ' XGX >0
et si ' XGX = 0 alors ||PX]||?> = 0 puis X = 0 car P € Gl,,(R) , cela résulte que
det(G) > 0 autement dit g(z1...2,) >0

3. ) pour n = 2 c’est le cas de deux vecteurs , pour plus de clarté de rédacton on note
(x1=zetzy=y)ona:

gz, y) = ( (o) (@,0) ) — N2l PllglP® - (&5’

(y,2) (y,v)

et la condition g(z,y) > 0 avec égalité si, et seulement si, les vecteurs x et y sont
liés est tout simplement le théoréme de Cauchy-Schwarz si x et y sont non nuls alors
en notons 6 la musure dans l'intérval [0 , 7] de 'angle que font x et y on a

g(@,y) = |lz|PllylP(1 — cos*()) = ||=[]?||yl[*sin®(¢) et puisque sin*(#) < 1 done
g(z,y) < |l=[]*[ly[]*
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4. ) avec les notations de 1'énoncé la matrice A est de la forme :

ol 0 ... 0
A — ast vzl
. . 0
an1 cee Apn—1 Hyn“
5. ) on a d’apés la question 4 )
lwal]> O ... 0
P
. . O

A étant la matrice de passage d’une b.o.n dont la matrice est I'identité dans

{z1...2,}

dont la matrice est G donc
det(G) = g(@1 ... xn) = [Ti_; llusll® -

6. ) on a d’apés la question 5 ) et par la notation x;, = ||yx||? + Zf;ll (zg, e;)e; pour k
comprie entre 2 et n et 'orthodonalité des e; en déduit que
1yl = (wr, ex) = ||zx]| cos(Tx, €x) avec [[ya]] = ||21]| ce qui donne

g(wy .. xn) = [Ty cos® (T, ex) TTrey [zw]]?

7. ) en notons y la projection orthogonal de x sur F on a :
d(z, F)* = ||z — y||* = ||z||> — ||y||* et pour tout i compris entre 1 et n,
<Q$i,33> = <33i,l' - y> + <xiay> = <x17y>
du fait que x —y € F* et a; € F en utilisant la linéarité de déterminat par rapport
a la derniére colonne en on déduit que

<I1,I1> <1‘17$n> <$1,y>
9(Tr- ) = (T, 1) oo {Tn, Tp) (T, Ty)
(vy21) o (x,wn)  d(z, F)? A+ ly|

=d(z,F)*g(xy...2,) + g(x1 ... Ty y)
=d(z,F)?g(xy...1,)
le systéme (z7...2,,y) étant lié car y € F on a g(x;...x,,y) = 0 soit

ia. )= [

8. ) la projection orthogonal y de x sur F' sécrit : y = 7, a;o;  (x) les coiefficients
a; étants solution d’équoitions normals :

a1

Gxy...xp) | =" ({1, 2) ... {2y, 7))

Qn

en utilisant la formule de Cramer on obtien pour j compris entre 1 etn a; =
95,29 (T1,0,Tn)

Sy Lis puis la relation demandée en remplagant dans (k)

4
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Parite C

C1)
Montrons que : A € STH(R) <= 3P € GL,(R) tel que A =" PP il s’agit du théoréme
spectral , en effet :
=) supposons que A € STH(R) , alors par thoréme fondamental on peu écrire
A="QDQ avec Q € O(R) et D = diag(\1,..., ) et N; >0 Vi € {1,...,n} posons
A = diag(v/ M, ...,V ) et P =AQ on a donc ‘PP =t (AQ)AQ = QA’Q =! QDQ=A
car 'A = A et A2 = D. comme GI,(R) est un groupe et A € GI,(R) ,Q € Gl,,(R) alors
P e Gl,(R)
< ) supposons que 3P € GL,(R) tel que A =" PP
ona'A='(*"PP)="PP=Adonc A€ S,(R),soit X € M,;(R)ona:
IXAX =t X('PP)X =' (PX)PX = ||PX]||* donc 'XAX > 0 et si ' XAX = 0 alors
[|PX|]? = 0 d’ou ||PX]|| = 0 puis X = 0 car ker(P) = {0} puisque P € GL,(R) cela
résulte que A € ST (R)

A€ SH(R) <= 3P € GL,(R) tel que A =" PP
C1)
dans cette partie je donne juste des indécations .
i) soit u € S(E) et Ay sa plus grande valeure propre on a u diagonalisable donc u(x) = Az

N BB o 2 (u(z), ) — \|[z]|> = (A= Ay)]|z|[* conclure!

ii) pour # € Eon ax = Y77 me et (u(x),x) = Y i, 2irj de méme pour
(u(|z|), |z|) en remplagant x par |z| puis en fait la défférence (u(x),z) — (u(|z|), |z|)
conclure!

iii) on a (u(|z]), |z]) = M[[(|z])]] ~ (+) , soit [z] =37, yje;, () donne
Yo o(Ni = A)yil? = 0, conclure que N\iy; = \iy; Vi € N et que u(|z]) =\ D1 vies =
>\1|£L‘|

Mise a jour le 27/01/2015

* ladurée cet examen est 3 heures .
cemodule est remplace par  :
lemodule"ALGEBRE 5" 5
Dualité, Espaces
Euclidiens, Espaces
Hermitiens
dans |e nouvau sytéme.
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* la durée cet examen est 3 heures . 

  ce module est remplace par    :

  le module "ALGEBRE 5"      : 

  Dualité, Espaces 

  Euclidiens, Espaces 

  Hermitiens  

dans le nouvau sytème .
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